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【摘要】独立性是概率论中一个重要的概念，判定两个随机变量的独立性对数据的统计分
析至关重要。然而对于两个非独立的正态随机变量的函数是否仍是正态变量，不同的文献和
AI大模型给出了不同的结论。本文对此进行了分析和研究，通过实际的例子，证明了两个正
态随机变量的函数不一定是正态变量，从而表明了：当相关系数为 0时，不能判定两个正态变
量的函数的独立性。
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1.引言

随机变量之间独立性的假设可以大大的

简化联合分布的计算。多个相互独立的随机

变量的联合分布可以直接表示为它们边缘分

布的乘积，这在似然估计中可以简化似然函

数。此外，独立性假设也是众多统计方法

（如回归分析、方差分析、主成分分析等）

的核心假设。

正态分布是日常生活中最常见的分布之

一，研究正态变量之间的独立性，有助于理

解更一般随机变量的性质。二维正态分布及

其相关性质是概率论中的重要知识点，其相

关的性质和结论可以直接推广到高维的正态

分布中。当前的课程教学中，相关的结论和

定理主要针对联合分布为正态分布或者相互

独立的随机变量进行了阐述。而对于非独立

的正态变量没有明确的结论，因而，在教学

过程中，出现了结论不统一的情况。例 1是
来自文献 2的配套教学课件中的一个典型例

题，该例题也在其他文献中被使用[1]，然而，

针对该例题中的问题（3），不同的文献给出

了不同的结论。

例 1 已知随机变量�和�分别服从�，

�(0, 42)，��� =
−1
2
，设� = �

3
+ �
2
。

（1）求�的数学期望和方差。

（2）求�和�的相关系数。

（3）问�和�是否相互独立？为什么？

1.1《概率论与数理统计（第五版）》配套课

件解答

解：（1）由

.16)(,0)(,9)(,1)(  YDYEXDXE

得：�(�) = �( �
3
+ �/2) = 1

3
�(�) +

1
2
�(�) = 1

3

�(�) = �(
�
3
+ �/2)

=
1
9

�(�) +
1
9

�(�)

+ 2���(
�
3
,�/2) = 3

（2）���(�,�) = ���(�, �
3
+ �
2
) =

1
3
���(�,�) + 1

2
���(�,�)

  =
1
3

�(�) +
1
2

��� �(�) �(�) = 0

故��� = 0
（3）由二维正态随机变量相关系数为零

和相互独立两者是等价的结论，可知：�和�
是相互独立的。

1.2文献[1]的解答

文献[1]中（P551，例 3.27）也给出了该

题目的解答。对于第（1）和（2）问，解答

结果完全相同，但对于第（3）问，该文献给

出了不同的结论，详细如下：

“因�不一定服从正态分布，(�,�)更不

一定服从正态分布，故尽管�和�不相关，�
和�仍不一定相互独立。”

随着人工智能的广泛应用，大模型可以

为教学提供更多的便利，可以为我们解答题

目提供更多的细节。然而，对于例 1中的问

题（3），不同的 AI大模型也给出了不同的

解答。

1.3大模型 Kimi的解答

将问题输入 Kimi，得到例 1问题（3）
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的解答如下：

“由于�和�的相关系数��� = 0，这表明

�和�是不相关的。然而，不相关并不意味着

独立。独立性需要�和�的联合分布等于它们

边缘分布的乘积，这通常需要更复杂的检验

或直接的分布信息。在一般情况下，我们不

能仅凭不相关就断定它们独立。因此，虽然�
和�不相关，但我们不能断定它们是独立的。”

1.4大模型 Deepseek的解答

将问题输入 Deepseek，得到例 1问题（3）
的解答如下：

“对于联合正态分布的随机变量，不相关

等价于独立。这是因为联合正态分布的概率

密度函数完全由均值向量和协方差矩阵决定。

如果协方差为 0，则联合密度函数可以分解

为边缘密度函数的乘积，即�和�独立。

虽然题目中没有直接给出(�,�)是联合正

态的，但通常在实际问题中，给定边缘正态

分布和相关系数，可以假设联合正态性。在

这种情况下：

(�,�)的联合分布是二维正态分布。

���(�,�) = 0意味着��� = 0。因此，�和�独
立。

如果(�,�)不是联合正态的，则不相关不

一定推出独立。但题目通常隐含联合正态的

假设。

�和�是相互独立的，因为(�,�)服从联合

正态分布且它们的协方差为 0（即不相

关）。”

1.5大模型 ChatGpt的解答

将问题输入 ChatGpt，得到例 1问题（3）
的解答如下：

“�和�的协方差为 0。因为�，�是二元

正态分布的变量，协方差为 0意味着它们彼

此不相关。对于正态分布的变量，不相关性

即意味着线性无关和相互独立。所以，�和�
是相互独立的。”

以上五个解答中，其中 3个解答认为是�
和�是相互独立的，2个解答认为是不能判断

�和�是否独立。分析可以看出，两种不同解

答的主要分歧在于：(�,�)的联合分布是否服

从二维正态分布？如果(�,�)是服从二维正态

分布的，那么�和�就是相互独立的，否者，

就不能判断�和�是否相互独立。接下来，我

们将针对该问题展开探讨。

2.相关的基础理论

本节给出一些有关正态分布的相关定义

和性质。

定义 1[4] [5]（一维正态分布）设�是连

续型随机变量，其概率密度函数为：

�(�) =
1
2�

�−(�−�)2

2�2 ,− ∞ < � <+∞

其中，参数�,�(� > 0)为常数，则称�服
从参数为�,�的正态分布或高斯分布，记作

�(�,�2)。
定义 2[2][4]（二维正态分布）二维随机

变量(�,�)的联合概率密度函数为
�(�, �)

=
1

2��1�2 1− �2
���

−1
2(1− �2)

(� − �1)2

�12

− 2�
(� − �1)(� − �2)

�1�2
+
(� − �2)2

�22
其中�1,�2,�1,�2,�是常数，且�1 >

0,�2 > 0, − 1 < � < 1。称(�,�)服从参数为

�1, �2,�1,�2,�的二维正态分布。

定义 3[2]（�维正态分布）若�维随机变

量� = (�1,�2,⋯,��)的联合概率密度函数为

�(�1, �2,⋯, ��) =
1

(2�)�/2(��� � )1/2
��� −

1
2
(�

− �)��−1(� − �)
则称(�1,�2,⋯,��)服从�维正态分布，其

中�是随机变量(�1,�2,⋯,��)的协方差矩阵，

��� �为�的行列式值。

�维正态分布具有如下重要性质：

性质 1[2][6] .若随机变量(�1,�2,⋯,��)
服从�维正态分布，则它的每一个分量��，

� = 1,2,⋯, �分别是一维正态随机变量；反之，

若�1,�2,⋯,��是一组相互独立的随机变量，

且服从一维正态分布，则�维随机变量

(�1,�2,⋯,��)的联合分布服从�维正态分布。

性质 2[2][6] . �维随机变量(�1,�2,⋯,��)
服从�维正态分布的充要条件是�1,�2,⋯,��
的任意线性组合�1�1 + �2�2 +⋯ + ����服从

一维正态分布（其中�1, �2,⋯,��为不全为零

的实数）。

性质 3[2][6] .若(�1,�2,⋯,��)是�维正态

随机变量，�1,�2,⋯,��分别是��(� =
1,2,⋯, �)，的线性函数，则(�1,�2,⋯,��)的
联合分布是�维正态分布。

性质 4[2][7] .若(�1,�2,⋯,��)是�维正态

随机变量，则命题“�1,�2,⋯,��相互独立”

等价于命题“�1,�2,⋯,��两两不相关”。

3.正态变量独立性判定

由性质 1可知，�维正态分布的边缘分布

是�个一维正态分布。那么反过来，�个边缘
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分布是正态分布的一维正态分布的随机变量，

它们的联合分布是否�维正态分布呢？由性质

4可知，如果这�个一维正态变量是相互独立

（或两两不相关）时，则它们的联合分布是�
维正态分布。那么，如果这�个一维正态变量

不是相互独立时，它们的联合分布是否为正

态分布呢？接下来，通过一个例子来对此进

行说明。

例 2 令(�,�)的联合概率密度为：

�(�, �) = 1
2�

�−�2+�2

2 (1 + ��� � ��� � ) −∞ <
� <+∞，−∞ < � <+∞

判定�和�是否相互独立？

解：先分别计算�和�的边缘概率密度如

下：

��(�) =
−∞

+∞
�(�,�)���

=
1
2�

�−�2
2

−∞

+∞ 1
2�

�−�2
2 (1�

+ ��� � ��� � )��

= 1
2�

�−�2

2 ( −∞
+∞ 1

2�
�−�2

2 ��� +

−∞
+∞ 1

2�
�−�2

2 ��� � ��� � ��)� 。

由标准正态分布可得： −∞
+∞ 1

2�
�−�2

2 ��� =
1。

由于��� �是奇函数，因此：

−∞
+∞ 1

2�
�−�2

2 ��� � ��� � ��� = 0。

所以，��(�) =
1
2�

�−�2

2，−∞ < � <+∞。

同理可得：��(�) =
1
2�

�−�2

2，因此�和�
的边缘分布都是标准正态分布�(0,1)。

显然：��(�)��(�) ≠ �(�, �)，因此�和�
不是相互独立的。

接下来计算�和�的相关系数。

�(��) =
−∞

+∞

−∞

+∞
���(�, �)������

=
−∞

+∞

−∞

+∞
��

1
2� �−�2+�2

2 (1��

+ ��� � ��� � )����

= 1
2� −∞

+∞
−∞
+∞ ���−�2+�2

2 ������ +
1
2� −∞

+∞
−∞
+∞ ���−�2+�2

2 ��� � ��� � ������ 。

对于第一项积分

1
2� −∞

+∞
−∞
+∞ ���−�2+�2

2 ������ ，考虑两个独立随

机变量�1和�1的，其中�1~�(0,1)，�1~�(0,1)。

则�(�1,�1) = �−
�1
2+�1

2

2 。

因此：�(�1�1) =
1
2� −∞

+∞
−∞
+∞ �1�1�

−
�1
2+�1

2

2 ��1��1�� ，由于�1和�1独
立，所以有：�(�1�1) = �(�1)�(�1) = 0。

对于第二项积分

1
2� −∞

+∞
−∞
+∞ ���−�2+�2

2 ��� � ��� � ������ ，可以分

离变量：

1
2� −∞

+∞ ��−�2

2 ��� �� �� −∞
+∞ ��−�2

2 ��� �� ��。

其中 −∞
+∞ ��−�2

2 ��� �� �� =−

��� � �−�2

2 −∞
+∞ + −∞

+∞ �−�2

2 ��� �� �� = 0 +

−∞
+∞ �−�2

2 ��� �� ��。

由于 −∞
+∞ �−�2

2 ��� �� ��在实数范围内没有

解析表达式，令��� � = ���+�−��

2
，

−∞

+∞
�−�2

2 ��� �� �� =
−∞

+∞
�−�2

2
��� + �−��

2
� ��

=
1
2
(

−∞

+∞
�−�2

2 +��� ��

+
−∞

+∞
�−�2

2 −��� ��)

其中 −∞
+∞ �−�2

2 +��� �� = −∞
+∞ �−(�−�)2

2 �−12� �� =

2��−12。

同理： −∞
+∞ �−�2

2 −��� �� = 2��−12。

因此： −∞
+∞ ��−�2

2 ��� �� �� = 2��−12。

综上可得：�(��) = 1
2�

2��−12 2��−12 =
�−1。�和�的协方差���(�,�) = �(��)−
�(�)�(�) = �−1。�和�的相关系数：��� =
�−1

由例 2可以得到如下结论：

定理 1 �个不是相互独立的一维正态随机

变量的联合分布不一定是正态分布。

因此 Deepseek给出的答案中“虽然题目

中没有直接给出(�,�)是联合正态的，但通常

在实际问题中，给定边缘正态分布和相关系

数，可以假设联合正态性。”的结论是不成

立的。

进一步，考察�个正态变量的线性组合是

否是正态分布。

根据性质 1可知：�个相互独立的正态随

机变量的线性组合仍然是正态变量。若它们

不是相互独立的呢，此时它们的线性组合是
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否还是服从正态分布呢？接下来，我们通过

一个例子来进行说明。

例 3（续例 2）在例 2中，设� = � + �，
计算�的概率密度函数。

解：由于� = ��+�(�) =

−∞
+∞ 1

2�
�−(�−�)2+�2

2 (1 + ��� ( � − �) ��� � )� ��
又因为：(� − �)2 + �2 = �2 − 2�� + 2�2，

所以有：

� =
1
2�

�−�2
2

−∞

+∞
���−�2(1 + ��� ( ��

− �) ��� � )��

= 1
2�

�−�2

2 −∞
+∞ ���−�2��� +

−∞
+∞ ���−�2 ��� ( � − �) ��� � ��� 。

对于括号内第一部分积分，可得：

�1 = −∞
+∞ ���−�2��� = −∞

+∞ �−(�−�
2)
2+�2

4 ��� =

�
�2

4 −∞
+∞ �−(�−�

2)
2
��� = �

�2

4 �。
对于括号内第二部分积分，可得：

�2 =
−∞

+∞
���−�2 ��� ( � − �) ��� � ���

=
−∞

+∞
���−�2 1

2
( ��� ( � − 2�)�

− ��� � )��
= 1
2 −∞

+∞ ���−�2 ��� ( � − 2�)�� −�

��� � −∞
+∞ ���−�2���

= 1
2 −∞

+∞ ���−�2 ��� ( � − 2�)�� −�

��� � ⋅ �
�2

4 � 。

由于��� ( � − 2�) = �� ( ��(�−2�))，所以

�2' = −∞
+∞ ���−�2 ��� ( � − 2�)��� =

�� ���
−∞
+∞ ���−�2−2����� 。

计算�2'中的积分，可得：

−∞

+∞
���−�2−2����� =

−∞

+∞
�−�2+(�−2�)����

=
−∞

+∞
�−(�−�−2�

2 )2+(�−2�)2
4 ���

= �
(�−2�)2

4 −∞
+∞ �−(�−�−2�

2 )2��� =

�
(�−2�)2

4 �。
因此，

�� ��� ⋅ �
(�−2�)2

4 � = �� ��� ⋅

�
�2

4 −��−1 � = �� �
�2

4 −1 � = �
�2

4 −1 �。

带入可得：

�2 =
1
2
(�

�2

4 −1 � − ��� � ⋅ �
�2

4 �) =
�
2

�
�2

4 (�−1 − ��� � )。
合并�1和�2，可得：

� = ��+�(�) =
1
2�

�−�2

2 �
�2

4 � +

�
2

�
�2

4 (�−1 − ��� � ) = 1
2 �

�−�2

4 1 + �−1−��� �
2

。

综上可知，� = � + �不是正态变量。

由例 3可知：两个不独立的正态变量的

线性组合不一定是正态变量。因此，可以得

到如下结论：

定理 2 �个不相互独立的正态变量的线性

组合不一定是正态变量。

综上可知，在例 1中，虽然�和�服从正

态分布，但由于�和�不独立，因此� = �
3
+ �
2

不一定服从正态分布，因此�不一定是正态变

量。虽然�和�的相关系��� = 0，但由于不能

确定�一定是正态变量，所以不能判定�和�
一定相互独立。

4.结论

随着人工智能的发展和广泛应用，许多

的模型是在独立性的前提下建立的，了解和

掌握数据之间的联系是十分重要的。本文通

过对正态变量之间的独立性判定的辨析，不

仅可以让学生更加升入的理解课程知识点，

还可以让学生学会对问题进行深入的思考，

对不同来源的信息进行判断。在人工自能广

泛应用的背景下，很多问题可以通过人工智

能得到答案，这可能让学生失去自主思考的

能动性。本文引入不同的人工智能来对问题

解答，可以让学生认识到，人工智能可以为

我们提供便利，但也不是万能的，也可能出

现错误。只有保持主动思考的能力，才能对

复杂的信息做出正确的判断，才能更合理的

使用人工智能辅助学习，提升学习效率。

说明：本文部分计算和证明过程参考了

大模型。
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