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【摘要】在随机过程理论中，线性过程的收敛性是概率极限理论的重要研究方向。本文综合运
用 WOD 随机变量序列部分和最大值的 Rosenthal 型矩不等式，结合精细的概率极限运算与级数收
敛判别技巧，旨在通过探索 WOD 随机变量序列的概率特性，剖析随机系数与 WOD 序列的相依性交
互机制，建立带有随机系数的线性过程在 WOD 框架下的完全矩收敛理论，进而推导满足完全矩收敛
的充分条件，实现对弱相依结构下随机过程收敛性的精确刻画，为弱相依结构下的随机模型分析提
供更普适的理论支撑。
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1.引言

令 }1,{ nXn 为随机变量列，且 0na ，

0nb ， 0q 。 若 对 任 意 的 0 ， 有
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nn XbE  成立，则称 nX 是 q 阶

完全矩收敛。由完全矩收敛性的定义可得，完

全矩收敛性包含了完全收敛性的，是比完全收

敛性更宽泛的极限理论。因此，对随机变量序

列完全矩收敛性的研究是有重要的理论意义。

我们具体可参考文献[1-3]。
假设 }1,{ nn 是一独立同分布随机变量序

列， },{ Znan  是一实数列。那么 





j
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}0,{ tX t 是一个线性过程或者是滑动平均过

程。线性过程构成了一类基础随机模型，广泛

应用于多个学科领域，如：电子、金融、时间

序列分析等。此外，其渐近性质已成为众多研

究者广泛理论研究的主题。

例如：Louhichi等[4]研究了无限方差时间序

列的极限性质。Xu[5]在线性次期望背景下建立

了滑动平均过程的完全矩收敛性。Zhang等[6]进
一步研究了一类随机变量生成的滑动平均过程

的完全矩收敛性。另外，研究人员同时也对具

有随机系数的线性过程的相关性质产生兴趣。

例如，Res nick, S.I., &Willekens, E. [7]研究了滑

动平均过程的尾部的性质。Wu等[8]研究随机系

数线性过程中均值漂移检测的 CUSUM估计收

敛性。

下面是具有随机系数的线性过程的定义。

定义 1.1. },{ Znn  及 },{ ZnBn  是两列

随机变量序列，令
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那么称 }0,{ tX t 是带有随机系数的线性

过程。

近年来，学者 Hossenin andNezakati [9]在带

有随机系数的扩展负相依（END）线性过程的

背景下，研究了Marcinkiewicz-Zygmund型强大

数定律收敛度。

令 },{ Znn  和 },{ ZnBn  两列同分布的

END随机变量序列，他们得到了如下成果：

定 理 1.1. 假 设 1r ， 21  p ，

21  rp ， 





j
jtjt BX  是带有随机系数

的线性过程。 },{ Znn  是均值为 0的 END随

机变量序列，且被非负随机变量 随机控制，

同时还满足 rpE 。 },{ ZnBn  是另一均

值为 0的随机变量序列，若
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及当 2 qrp ,
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且 },{ Znn  与 },{ ZnBn  互相独立，那

么对任意的 0 ，有
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其中 pq   。
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此外，学者Wang等[10]提出了另一种相依

结构，见如下定义。

定义 1.2.设 }1,{ nXn 为一随机变量列。

(1)若存在实数列 }1),({ nngu ，使得对所

有的 ),( ix ， ni 1 ， 1n 都有

),,,( 2211 nn xXxXxXP 
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)()( （4）

则称随机变量列 }1,{ nXn 是宽上限相依

（WUOD）序列。

(2)若存在实数列 }1),({ nngl ，使得对所

有的 ),( ix ， ni 1 ， 1n 都有

),,,( 2211 nn xXxXxXP 
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则称随机变量列 }1,{ nXn 是宽下限相依

（WLOD）序列。

若（4）式和（5）式均成立，则称随机变

量列 }1,{ nX n 宽限相依（WLOD）序列，

)(ngu 及 )(ngl ， 1n 称为控制系数。

由 WOD随机变量的定义，若（4）式和

（5）式均满足 Mngng LU  )()( ， 1n ，M
是正常数，那么称随机变量列 }1,{ nX n 为宽相

依（END）序列，该定义由学者 Liu[11]提出。

特别的，若 1)()(  ngng LU ， 1n ，那么称

随机变量列 }1,{ nX n 为负象限相依（NOD）
序列，该定义由学者 Lehmann [12]提出。自从

WOD随机变量列的定义提出后，国内外学者对

此序列的概率极限理论及相关应用做了不少研

究。例如：Wang等[13]在研究WOD阵列完全

收敛性的基础上还进行了基于WOD误差的非

参数回归模型中估计量完全一致性的应研究。

Wu等[14]探讨了在 R-h一致可积的条件下WOD
阵列的 Lr收敛性、完全收敛性和完全矩收敛

性。Yao等[15]探究了WOD随机变量列的强大

数定律、完全收敛性及其在非参数回归模型中

的应用。Lang等[16]研究了WOD列随机加权和

的完全收敛性及进一步分析了基于WOD误差

的线性时不变系统观测状态的收敛性。Chen等
[17]讨论了WOD列加权和的完全收敛。Shen等
[18]给出了WNOD随机变量列的一些强收敛性

质并作了在非参数回归模型中相关应用。Ding
等[19]聚焦WOD随机变量列加权和的强收敛性

及在 EV回归模型中的应用。

在本论文中，我们致力于研究由WOD随

机变量序列生成的带有随机系数的线性过程的

完全矩收敛性。论文中， },{ Znn  和

},{ ZnBn  是两列随机变量列。本文的目的是

将定理 1.1中 END随机变量的条件下推广到

WOD随机变量的条件下，并得到更一般的完全

矩收敛，结果如下：

定理 3.1令 0r ， 21  p ， 21  rp ，







j
jtjt AX  为带有随机系数的线性过程。

},{ Znn  是均值为 0的WOD随机变量列。控

制系数为 )(log)( nOng  ， 0 ，且被非负随

机变量 所控制，满足  )1(log2  rpE 。

},{ ZnAn  是另一均值为 0的WOD随机变量列，

且满足
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其中 2 qrp ，且与 },{ Znn  独立，

则对任意的 0 ，有
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成立，其中 pq   。

本文中，C表示正常数，且在不同的地方

可为不同的值。

2.定理的证明

为了证明定理 1.2，需要以若干下引理。

引理 2.1 [20]假设 }1,{ nn 是一被被非负

随机变量 随机控制的随机变，即满足

   tCPtP n
n





1

sup ， 0t 。那么对

1n ， 0a ， 0b ，有下列结论成立：

  bIE n
a

n 

     bPbbIEC aa  

及      bICEbIE a
n

a
n  

因此，    aa
n CEE   ， 1n 。

引理 2.2. [10]令 }1,{ nn 是一WOD随机

变量列， }1),({  nfn 是不增函数，那么

}1),({ nf nn  也是WOD随机变量。
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引理 2.3. [21]令 21  p ， }1,{ nn 是控

制系数为 )(ng 的随机变量序列， 1n 。进一

步假设 0nE ， p
nE ， 1n 。那么存

在仅 p 有关的正数 )(1 pC 及 )(2 pC ，有
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基于引理 2.3，我们有下列引理：

引理 2.4.令 21  p ， }1,{ nn 是一均值

为 0的WOD随机变量列且满足 p
nE 。

},{ ZnBn  是 一 随 机 变 量 列 ， 且

p
nBE ，

},{ Znn  与 },{ ZnBn  独 立 。 若
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其中 )(2)( 1
1

1 pCpC p ， )(2)( 2
1

2 pCpC p 。

证明利用Fatou’s引理及Cr不等式，我们有
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对于 1n 及 Zi ，
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由引理 2.2可知，

























 Zib i

in

ij
j ,

1

 是均值为 0

的WOD随机变量。因此，由引理 2.3，我们有
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对于 1I ，我们有



 
m

p ngpCpCI lim)]()()([2 21
1

1
P

i

p
m

mi

in

ij
j EBE ||sup

1
 





























P
i

i

p
in

ij
j

p EBEngpCpC ||)]()()([2
1

21
1  









  （12）

因为
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WOD随机变量和 1I 的证明方式一样，有
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综上所述，根据式（10）–（13），（9）
式成立，证毕。

引理 2.5.[2]令和 }1,{ niZ i  是随机变量列，

那么对任意 }1,{ niYi  的 0 rq ， 0 ，

0a ，有以下不等式成立：
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其 中 10  r 时 ， 1rC ， 1r 时 ，
12  r

rC 。

由 0iE ， Zi 及

)(2)( 2
1

2 pCpC p 1n ，定义
''''''
ninininii EE  

其 中
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i
p

i
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根 据 引 理 2.2 ， },{ '' ZiE nini   及

},{ '''' ZiE nini   仍然为WOD随机变量，且

均值为 0，易知

   pi
pp

iini nInnI /1/1/1'   （14）
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 piini nI /1''   （15）
因此， 1n ，我们有

 










n

t j
jt

n

t
tX

11










n

i

in

ij
ijA

1


   











n

i

in

ij
ninij

n

i

in

ij
ninij EAEA

1

''''

1

''  所

以由引理2.5有

 


 












1

/1

1

/2

n

p
n

t
t

pr nXEn


 

 






 














1 1

''/2

n i

in

ij
ninij

pr EBEn 

 











 





 p

i

in

ij
ninij nEB /1

1

''''

     














q

n i

in

ij
ninij

pqr EBEnC
1 1

''/2 

 


   












 
1 1

''''/2

n i

in

ij
ninij

pr EBEnC

21 HH  . （16）
先证明 1H ，由 Cr不等式，引理 2.1，

引理 2.4，及定理 1.2中的条件（6）和（7），

)(log)( nOng  ， 0 ，我们有
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对于 11H ，因为 qrp  ，则有
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对于 12H ，由 1rp ，得到
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再证明 2H 由 Jensen不等式，引理 2.1及引

理 2.4， 1r 及 p ，我们有
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综上所述，由（16）式–（20）式，（8）

式成立，定理 1.2得证。

注 1.令 },{ ZjB j  是一 WOD 随机变量

列 ， 且

)( /1 p
j jBP  2/1)( /1   p

j jBP ，那么

对 于 qp  ， 有 





j

p

jBE 及







j

q

jBE 。我们也注意到与一般的滑动

平均过程不同，（6）式推不出（7）式，同时

（7）式也推不出（6）式。

注 2.WOD是包含 END，NOD及 NA的更

广泛的随机变量，因此定理 1.2的结果对于上述

相依序列也成立。

3.结论

定理 1.2得到了在更广泛的随机变量WOD
条件下的线性过程的完全矩收敛性，而完全收

敛性蕴含了完全收敛性，因此推广了相应文献

中的定理即本文中的定理 1.1。
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